KOMPLEKSNA ANALIZA

PAVLE PANDZIC, 1. PREDAVANIJE

Osnovni pojmovi i definicije.
U kompleksnoj analizi radimo s poljem kompleksnih brojeva
C={:=z+yi|z,y e R},
gdje je 7 imaginarna jedinica, i = —1.
Kompleksne brojeve zbrajamo i mnozimo kao polinome:
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i;
(a+ bi)(c+ di) = ac + adi + bei + bdi® = (ac — bd) + (ad + be)i.

Lako se provjerava da je uz ovako definirane operacije C polje.
Pri tome je neutral za zbrajanje 0 = 0 + 01;

broj suprotan broju z = a + bi je —z = —a — b;

neutral za mnoZenje je 1 = 1 + 0¢;

multiplikativni inverz broja z = a 4 bi #£ 0 je
1 1 a—bi a—bi a b

: a+bi (a+bi)(a—bi) a2+ b T2t a2+

Realne brojeve x i y nazivamo realnim i imaginarnim dijelom od z = =z + yi i
oznacavamo ith s Rez 1 Im z.
Konjugirani kompleksni broj broja z = = + y: definiramo kao
Z=x—yt.
Jasno je da vrijedi
Rez = %(z +2z), Imz= %(z — Z).

Modul ili apsolutnu vrijednost kompleksnog broja z = x + yi definiramo s

|z| = V22 4+ 2.

Skupove C i R? identificiramo na uobi&ajeni nacin:

z=x+iy € C <+ (r,y) € R%
1
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To nam omogucava prikazivanje kompleksnih brojeva u ravnini.

Argument kompleksnog broja z € C\ {0} definiramo kao realni broj ¢ € (—m, 7| koji
predstavlja veli¢inu kuta izmedu pozitivnog dijela osi x i zrake iz ishodista koja prolazi
kroz z. Oznaka: ¢ = arg z.

Lako se vidi da za svaki z # 0 vrijedi
r=Rez=|z|cosp, y=Imz=|z|singp,
pa je ,
z=1x+1y = |z|cosp +i|z|sinp = |z]e"?,
gdje smo uveli oznaku €% := cos ¢ + i sin . (ovo je zasad samo oznaka, a kasnije ¢emo
vidjeti da je to stvarno vrijednost eksponencijalne funkcije na i¢.)

Ovaj zapis kompleksnog broja nazivamo trigonometrijskim zapisom. Za interval vri-
jednosti argumenta kompleksnog broja mozZe se uzeti i neki drugi interval duljine 27, npr.
Cesto se uzima [0, 27).

Pomocu identifikacije C i R? moZemo na C prenijeti sve topoloske pojmove koje
znamo na R?, kao $to su udaljenost, kugle (krugovi), otvoreni i zatvoreni skupovi, kom-
paktni i povezani skupovi, te konvergencija nizova i neprekidnost funkcija.

Udaljenost tocaka z1, zo € C dana je sa

21— 2] = /(@1 — 22)% + (1 — )

Vrijedi nejednakost trokuta:

’2’14‘22’ < ’Zl“i_’ZQ‘, VZl,ZQEC.

Otvoren krug s centrom u zy € C radijusa r > 0 je skup
K(zo,7) e/ {z€C:|z—2| <1},
tj. skup svih kompleksnih brojeva z koji su udaljeni od z; za manje od 7.
Zatvoren krug s centrom u z, € C radijusa r > 0 je skup
K(z,7) e/ {z€C:|z—2| <r}.
KruZnica s centrom u 2z, € C radijusa r» > 0 je skup
S(zg,7) = 0K (z0,1) = {z€C:|z—2]|=r1}.
Ocito je S(z29,7) ={z =20 + 1€ : p € [0,27)} .
Skup €2 C C je otvoren ako je ili prazan ili za svaku to¢ku z € {2 postoji r, > 0 tako
daje K(z,7,) C Q.

Skup 2 C C je zatvoren ako je njegov komplement (2¢ = C \ 2 otvoren.
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U ovim predavanjima 2 uvijek oznacava otvoren skup.

Skup S C C je ograniCen ili omeden ako postoji M > 0 tako da je |z| < M za sve
z € S,tojest, S C K(0,M).

Skup K C C je kompaktan ako je zatvoren i ogranicen.

Zatvoren krug i kruznica su primjeri kompaktnih skupova.

Ekvivalentno, skup K je kompaktan ako i samo ako za svaki njegov otvoren pokrivac
postoji konacan potpokrivac.

Otvoren skup €2 u C je povezan ako se ne moze napisati kao disjunktna unija dva
otvorena neprazna skupa.

Vrijedi da je otvoren skup {2 povezan ako i samo ako je povezan putevima, tj. za svake
dvije tocke z,w € (Q postoji neprekidno preslikavanje v : [a,b] — € (koje nazivamo
putem) tako da v(a) = zi7(b) = w.

Pri tome neprekidnost od +y zna¢i da je y neprekidno preslikavanje s [a, b] u R* = C.
Otvoren skup €2 koji je ujedno i povezan naziva se podru¢jem.

Na primjer, svaki otvoren krug je podrucje. Unija dva disjunktna otvorena kruga nije
podrucje, ve¢ samo otvoren skup kojemu su ta dva kruga komponente povezanosti.

Ukoliko € nije povezan, moZe se napisati na jedinstven nacin kao prebrojiva (moguce
konac¢na) unija disjunktnih podrucja, koje nazivamo komponentama povezanosti od 2.

Niz kompleksnih brojeva ( z, ) konvergira prema kompleksnom broju zy, piSemo lim,, z,
29, ako za svaki € > () postoji prirodan broj n. (ovisan o ¢) tako da vrijedi
n>n. = |z, — 20| <¢,

ili ekvivalentno
n>ne = 2z, € K(z,¢).

Ako je z, =z, + 1y,,n € Nizg = xq + 1y, tada vrijedi:

lim z, = 2y © (limz, = 201 limy, = yo).
n n n

. _ sinn  n?+1 _
Na primjer, ako je z,, = +1 ,n € Ntada je
n 2n? — 1
sinn n?+1 1.

lim z, = lim + 4 lim = —1.
n—o00 n—oo N n—oo 2712 -1 2
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U ovom ¢e nas kolegiju prvenstveno zanimati kompleksne funkcije kompleksne vari-
jable, odnosno funkcije f : €2 — C, gdje je €2 otvoren skup u C.

Takva funkcija f je neprekidna u zy € () ako za svaki ¢ > 0 postoji &6 > 0 tako da
K(zp,0) C Qi
|2 — 20| <0 =[f(2) = f(20)] <&,

1l1 ekvivalentno
z € K(ZO75) = f(Z) € K(f(ZO)ag)

Funkcija f je neprekidna na €2 ako je neprekidna u svakoj tocki skupa 2.

Neprekidnost funkcije f u z ekvivalentna je tome da za svaki niz (z,) u €2,

lign =2 = li7rln f(zn) = f(20)-

Neka je f : Q2 — C. Koristimo identifikaciju z = = + yi = (z,y), te uvodimo oznake
u(z,y) = Re f(z+yi), v(z,y)=Im f(z+yi).
Tako dobijemo funkcije
u,v:QCR* =R
koje nazivamo realnim i imaginarnim dijelom od f.
PiSemo
u=Re f, v=Imf f=u+wvi.

Funkciju f moZemo shvacati i kao funkciju f : Q C R? — R? zadanu s
[ (@y) = (uz,y),v(z,y)).
Na primjer, neka je f : C — C zadana s f(z) = 2°. Tada je
[l +yi) = (x+yi)* = 2% — y* + 2zy1.
Dakle, u(x,y) = 2* — y%, v(z,y) = 22y, paje
flz,y) = (2° — y*, 22y).
1z tog prikaza je jasno da je rije¢ o neprekidnoj funkciji.

Na sli¢an nac¢in moZemo definirati polinome p : C — C,
p(Z) =a, 2"+ a2+ ao,
gdje je n € Ny, ag, ..., a, € C.

Svaki je polinom neprekidna funkcija na C, jer su mu realni i imaginarni dio polinomi
uzriy.

MoZemo definirati i racionalne funkcije kao kvocijente dva polinoma; one Ce biti ne-
prekidne tamo gdje su definirane.
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Derivabilnost funkcije.

Pojmovi derivabilnosti i derivacije funkcije f : €2 — C razli¢iti su od pojmova dife-
rencijabilnosti i diferencijala funkcije f shvaéene kao funkcije s  C R? u R? (te éemo
pojmove uskoro usporediti).

Definicija derivabilnosti funkcije f : {2 — C je analogna derivabilnosti realne funkcije
realne varijable.

Neka je zadana funkcija f : 2 — C1i zy € (). Funkcija f je derivabilna u tocki 2, ako
postoji
0.1) lim L&) =G0
Z—20 z — ZO
Ukoliko taj limes postoji, oznatavamo ga s f’(zo) i nazivamo derivacijom funkcije f
u tocki 2.

Funkcija f je derivabilna na € ako je derivabilna u svakoj tocki skupa €2. Jo§ kaZzemo
da je f holomorfna na ().

Uz zamjenu varijabli z = 2y + h limes u (0.1) ima oblik

02) lim f(z0 + h})L - f(Zo).

h—0

(Nekad je spretnije raditi s ovom formulom.)

U ovom ¢e nas kolegiju zanimati samo funkcije koje su derivabilne na otvorenim sku-
povima u C. Vidjet ¢emo da takve funkcije imaju mnogo bolja svojstva nego diferencija-
bilne funkcije u realnoj analizi.

Primjer.

Izratunajmo, ako postoji, derivaciju funkcije f(z) = 22 u proizvoljnoj tocki zy € C.

Imamo
lim f(z) = f(%) — lLm 2 — 2 — lim (z — 20) (2 + )
Z—r20 Z— 20 Z=20 2 — X 2—r20 Z— 20

= lim (2 + 29) = 22o.
Z—20

Svojstva derivacije.

Sljedece se tvrdnje provjeravaju na isti nacin kao i1 kod realnih funkcija realne varijable:

Neka su f, g : 2 — C funkcije i 2z € (). Tada vrijedi:
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(i) Ako je f derivabilna u zy, onda je f neprekidna u z.
Posebno, ako je f derivabilna na () onda je i neprekidna na (2.

Zaista, ako postoji lim,_, ., Lﬁém) tada je

z—

lim f(2) — f(z) = lim

Z—20 zZ—20 zZ— 20

(i) Ako su f i g derivabilne u z, tada:
(1) Zasve A\, i € C je funkcija A f + pg derivabilna u zg i

(Af + 19) (20) = Af'(20) + g’ (20).
(2) fg je derivabilnau z i

(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9(20)-

(3) Ako g(zg) # 0, onda je / derivabilna u zj i vrijedi
g

f / o) = f'(20)9(20) — f(20)g'(%0)
(5) = ey

(iii) Neka je g : 1 — C, gdje je ; otvoren skup koji sadrzi f(€2). Ako je f deriva-
bilna u toCki zg i g derivabilna u f(2), tada je g o f derivabilna u zq i vrijedi
(90 f)(20) = g'(f(20))f(20)-

Iz gornjih formula odmabh slijedi da su polinomi derivabilne funkcije. Preciznije, ako

je
f(Z) - anzn + CLn—lzn_l + -+ aiz + g,
gdje su ag, ay,...,a, € C, tada je
f'(z) =na,z" '+ (n— Dap_12" 2+ --- +ay.

Racionalne funkcije su takoder derivabilne na svojoj domeni.

Cauchy-Riemannovi uvjeti.

Sjetimo se da smo funkciju f : 2 — C pisali u obliku f = u + iv, gdje je u = Re f
i v = Im f. Takoder, funkcija f je u jednoznacnoj korespondenciji s funkcijom f : 2 C
R? — R? zadanom s
[z y) = (uz,y), vz, y)).
Prisjetimo se definicije diferencijabilnosti iz diferencijalnog racuna funkcija vise (re-
alnih) varijabli:
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Funkcija f : Q C R? — R? je diferencijabilna u tocki (zg, yo) € €2 ako postoji linearan
operator A : R? — R? takav da vrijedi
lim Hf<x7y) _f(xlbyO) _A(m_any_yO)”

— 0.
(2,5)=(20,0) (@, y) — (z0,90) |l

Ako takav operator A postoji, onda je on jedinstven i naziva se diferencijalom funkcije
fu (o, o).

Njegova matrica u standardnoj bazi je

V f(wo,90) = (%(xo’yo) g—Z(xo,yo)> _ (“z(%»yo) Uy(%ayo)) :

52(0,Yo) g—Z(Ioayo) Uz (0, Yo)  vy(T0,%0) )

posebno, postoje parcijalne derivacije funkcija u i v u (g, yo)-

Drugim rije¢ima, funkcija f = (u,v) : Q C R* — R? je diferencijabilna na 2 ako i
samo ako u svakoj tocki (g, yo) € €2 postoje parcijalne derivacije funkcija u i v, i vrijedi

W) = S — (G L) = 0y — w)l

(2,9) = (z0,50) (2, y) — (z0,90)ll

S druge strane, funkcija f : {2 — C je diferencijabilna na (2 kao kompleksna funkcija
kompleksne varijable ako i samo ako za svaki zy € () postoji kompleksan broj f’(zg)

takav da je
lim f(Z) — f(ZO) _ fl(zo)’
Z—20 Z— 2y

Sto je ekvivalentno sa

o W) = £(20) = [0)(z = 20)

Z—20 |Z — Zol

=0.

Uz identifikaciju z = (z,y) 1 20 = (%0, o), vidimo da su te dvije vrste diferenci-
jabilnosti vrlo sli¢ne, jedino Sto u karakterizaciji kompleksne diferencijabilnosti ulogu
diferencijala preuzima linearni operator kompleksnog mnozenja brojem f’(zp).

Uz identifikaciju C = R? standardna baza prostora R? postaje (1, 7), a operator mnoZenja
kompleksnim brojem a + i u toj bazi ima matricu

6

(a+bi)l =a+ bi; (a+bi)i=—b+ai

To odmabh slijedi iz toga Sto je
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i iz toga §to se matrica pridruZena operatoru A u bazi (e;) dobiva tako da se u k-ti stupac
stave koeficijenti vektora Aey, u bazi (e;).

Dakle (kompleksna) derivabilnost je ekvivalentna (realnoj) diferencijabilnosti, uz do-
datni uvjet da je Jacobijeva matrica oblika

(tetomm) ko) _ (1w 0),

pri ¢emu je f'(z9) = a + bi. Dokazali smo

Teorem (Cauchy-Riemannovi uvjeti).

Neka je f : 2 — C funkcija, 2o € (). Neka je f = u + iv.

Tada je f derivabilna u tocki zy (tj. postoji limes (0.1)) ako i samo ako je funkcija
[ : Q C R? — R? diferencijabilna u tocki (g, yo) i vrijede Cauchy—Riemannovi uvjeti:

um(-Z'Oa yO) = Uy(:EOvyO)?
Uy (0, Y0) = —V2(T0, Yo)-

U tom slucaju vrijedi

f'(20) = ua(@o, Yo) + 102(20, Yo) = vy(To, Yo) — tty(To, Yo).

Iz diferencijalnog rauna funkcija visSe (realnih) varijabli znamo da je dovoljan uvjet
diferencijabilnosti funkcije f na Q C R? postojanje i neprekidnost parcijalnih derivacija
komponenata u i v na €.

Ako parcijalne derivacije jos i zadovoljavaju Cauchy—Riemannove uvjete, onda gornji
teorem povlaci da je f derivabilna kao funkcija kompleksne varijable.

Na primjer, za funkciju f : C — C, f(2) = 2? imamo
flz,y) = (2% —y? 2xy), dakle wu(x,y)=2*—19? o(z,y)=_2ry.
Parcijalne derivacije
us(2,y) =2z, wy(@,y) = -2y, v(z,y) =2y, vy(r,y)=2

postoje i neprekidne su na R?, pa je f diferencijabilna na R?.

Cauchy-Riemannovi uvjeti su zadovoljeni:
UI(ZE,y) ZQZE:'Uy(IL',y), uy(l‘7y) - _2y: _Ux(xay>'
Prema tome, f je derivabilna na C, i vrijedi
F'(2) = w2, y) + ive(x, y) = 20 +i2y = 2z,

kao Sto smo i ranije zakljucili direktnim raCunanjem derivacije.

Eksponencijalna funkcija.
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SloZeniji je primjer kompleksne eksponencijalne funkcije.

Ona je definirana tako da proS$iruje dobro poznatu realnu eksponencijalnu funkciju f :
R — R, f(z) =e"

exp: C— C, exp(z) =exp(z+iy) =e® (cosy + isiny).
Akoje z =z € R (tj. ako je y = 0) tada je
exp(z) = exp(x +1-0) = e” (cos0 +isin0) = e”,

pa je restrikcija kompleksne eksponencijalne funkcije na R upravo realna eksponencijalna

funkcija.

Cesto ¢emo exp(z) oznacavati sa e”.

Eksponencijalna funkcija je derivabilna na C, i vrijedi exp’(z) = exp(z). Naime,
komponente funkcije exp,

u(z,y) = e” cosy, v(x,y) =€’ siny
ocito imaju neprekidne parcijalne derivacije na C, pa je f diferencijabilna kao funkcija s
R? u R2.
Nadalje,
ug(z,y) = €" cosy = vy(x,y),  uy(w,y) = —"siny = —v,(z,y),
pa su zadovoljeni CR uvijeti, dakle je f derivabilna kao funkcija sa C u C. Stovise, vrijedi

exp’(2) = ux(z,y) + v (z,y) = €” cosy + ie” siny = exp(z).

Navedimo jo$ neka svojstva eksponencijalne funkcije. Osnovna relacija
1T = eMe®? 2 2, € C,
slijedi direktno iz definicije, koristeci svojstva realne eksponencijalne funkcije kao i funk-

cija sin i cos (adicione formule).

Iz osnovne relacije odmah slijedi

el

zZ1—Z
e 2:(2727 Zl,ZQE(C,
1 posebno
1
—ZZGZ, ZGC
e

Nadalje, za svaki z = x + iy € C vrijedi

le*| = |e*(cosy +isiny)| = e”y/cos?y + sin®y = e* > 0.

Odavde zakljucujemo da je
e #0, VzeC.
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Dakle 0 nije u slici eksponencijalne funkcije, a iz definicije vidimo da svi ostali kom-
pleksni brojevi jesu.

Naime, za z = |z|(cos ¢ + isin @) # 0 vidimo da je
5 = eln|z\+igo.

Prema tome, eksponencijalna funkcija je surjekcijana C \ {0}.

Uocimo jos da je eksponencijalna funkcija periodi¢na s periodom 274, jer je
et = WM — o (cos (y 4 27) + i sin (y + 27)) =
= ¢e"(cosy+isiny) =¢e*, VzeC.
Prema tome, exp : C — C \ {0} nije injekcija, pa niti bijekcija.

Promotrimo sada ponaSanje eksponencijalne funkcije na nekim podskupovima do-
mene. Uzmimo zy € R, proizvoljan 1 fiksiran. Skup

{zo +iy:y € R}
je vertikalni pravac koji realnu os sije¢e u z,. Sto je slika tog pravca po eksponencijalnoj
funkciji?
Iz '
et = e (cosy +isiny), yE€R
slijedi da je to kruznica sa srediStem u ishodiStu radijusa e*°.

Prema tome, vertikalni pravci domene se preslikavaju u kruZnice sa srediStem u is-
hodistu.

Uzmimo sada yy € R, opet proizvoljan i fiksiran. Skup
{z +iyo: z € R}
je horizontalni pravac koji imaginarnu os sijece u 7.
Iz '
"t = e"(cosyp +isiny), x€R
slijedi da se ovaj pravac preslikava u polupravac (zraku) iz ishodiSta (bez ishodiSta) koja

s pozitivnim dijelom realne osi Cini kut y.

Prema tome, horizontalni pravci domene se preslikavaju u zrake iz ishodista.

Tako smo ve¢ vidjeli da je exp : C — C \ {0} surjekcija, sada smo se jo§ jednom u to
uvjerili, naime, svim ovim polupravcima (kao i svim spomenutim kruZnicama) popunjen
je cijeli skup C \ {0}.

Stovise, sada uoavamo i da je restrikcija eksponencijalne funkcije
(0.3) exXp |rx(—ma] : R X (—m, 7] = C\ {0},
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pri ¢emu je
Rx (—mn]={z+iy:z € Ry € (—m, |},

surjekcija, jer su horizontalni pravci sadrzani u domeni dovoljni da se to¢no jednom pre-
krije cijela kodomena C \ {0}.

Stovise vrijedi
e =e" z=w+2nk, ke € Z,
pa je stoga ova funkcija i bijekcija.

Odredimo inverz bijekcije exp : R x (—m, 7] — C\ {0}.

Zaz € C\ {0} trazimo w = u + iv € R x (—7, 7| tako da je ¢¥ = z. Vrijedi
eV =z & e’ =|z]e"
& =z, eV =e"
& u=Inlzliv =g,
dakle,
w=In|z|+ip=In|z| +iargz.

Dobivena inverzna funkcija nije neprekidna: ako uzmemo niz to¢aka u IV kvadrantu
koji tezi prema —1, pripadni argumenti teZe prema —, dok je arg(—1) = .

Zato smanjujemo domenu eksponencijalne funkcije sa R x (—m, 7] na R x (—m, 7), tj.
izbacujemo rubni horizontalni pravac kroz i7.

To odgovara tome da se iz slike preslikavanja exp, odnosno domene inverzne funkcije,
izbaci negativni dio z-o0si, odnosno sve tocke s argumentom 7.

Na taj nacin dolazimo do bijekcije
0.4) exp |rx(—mm) : RX (=7, 1) = C\ {z € R: 2 <0}.

¢iji inverz ¢emo nazivati logaritamskom funkcijom.

(Glavna grana) prirodnog logaritma je funkcija
In:C\ (—00,0] = R x (—m,7), In(z)=In|z|+iargz.

Domena funkcije In je kompleksna ravnina iz koje je izbacena jedna zraka iz ishodiSta
- negativni dio realne osi zajedno s ishodiStem.

Kasnije ¢emo vidjeti da je funkcija In holomorfna na svojoj domeni, i da joj je deriva-
cija jednaka %

Naziv “glavna grana” ukazuje na to da smo mogli umjesto negativnog dijela realne
osi izbaciti 1 neku drugu zraku iz ishodista 1 analogno dobiti logaritamsku funkciju (tada
bismo i argument morali redefinirati na neki drugi interval Sirine 27). Ponekad ¢e nam to
biti vrlo korisno u dokazima.



